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1 Vollstidndige Induktion

Grundlidgende Struktur um die Aussage A(n) zu beweisen:

1. Induktionsanfang/Verankerung: Die Aussage wird fiir
n = A bewiesen. A ist dabei meistens der erste Wert fiir
die gegebene Eingabemenge. Der Beweis wird meist durch
direktes ausrechnen gemacht.

2. Annahme/Induktionsvoraussetzung: Hier schreibt
man, dass man davon ausgeht die Aussage sei giiltig (da-
mit man sie im néchsten Schritt) einsetzen kann. Man ko-
piert also im Grunde, was man zu beweisen hat mit einigen
Zierworter.

3. Induktionsschritt: Fiir jedes n > A wird unter Benut-
zung der Aussage A(n) die Aussage A(n + 1) bewiesen.
Dazu wird die Induktionsannahme verwendet.

Beispiel 1

Es ist zu beweisen, dass fiir jedes n € N folgendes gilt: 1+ 2 +
34...4n= "0t

LT _ . _ 141 2
1. Verankerung: Firn=1gilt 1 =-5~+=5=1 V

2. Annahme:1—1—2—&—3—1—...—1—712%7 Vn eN

3. Induktionsschritt:
Annahme n(n + 1)

1+2+...+n+(n+1) = +(n+1)
_n(n+1)  2n+2
2 2
B n? +n+2n+2
-
~ (n+1)(n+2)
N 2 O
Beispiel 2
Beispiel: Summe der natiirlichen Zahlen
sum(0) =0 (1)
sum(n +1) = sum(n) + (n + 1) (2)
Lemma: V € N.sum(n) =n* (n+1)/2
Beweis:

Sei P(n) = sum(n) =nx*(n+1)/2.
Wir zeigen V € N.P(n) mit vollstdndiger Induktion.

Induktionsanfang: Zeige P(0).

sum(0) = (3)
0 SOV )
=0x(0+1)/2 — arith (5)
Induktionsschritt:

Sei n € N beliebig und nehmen wir P(n) an (Induktionsvor-
aussetzung).
Zeige P(n+ 1) (Induktionsbehauptung).

sum(n+1) = (6)
= sum(n) + (n+1)— (2) (7)
=nx*(n+1)/2+ (n+1) — P(n) Induktionsvor. (8)
=nx*x(n+1)/2+ (2% (n+1))/2—arith 9)
=(n+1)*((n+1)+1)/2—arith (10)
qed.
2 Mengen

2.1 Definitionen

Teilmenge: ACB: Ve € A2 €B
Vereinigung: AU B := {z|(x € A) V (z € B)}
Durchschnitt: AN B := {z|(x € A) A (z € B)}
Differenz: A\B=A— B :={xz|(x € A) A (z & B)}
Komplement: A° = A := {z|x ¢ A}

2.2 Rechenregeln

AUB=BUA ANB=BNA
AU(BUC)=(AUB)UC AN(BNC)=(AnB)NC
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)|AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
(AU B)¢ = A°n B° (AN B)¢ = A°U B®
(A\B)UC = (AUC) N (B°UC) (A\B)NC = A\)(BUC®)

(A\B)\C = A\(BUC) A\B = AN B¢

2.3 Beweise

Um Mengengleichungen zu beweisen {iberfithrt man
iiblicherweise eine Seite in eine Form, die nur noch aus
logischen Operatoren besteht (A,V,€,¢) und formt dann so
um, dass man zur gewiinschten anderen Seite kommt durch
Riickfithrung in eine Form mit Mengenoperatoren. Dazu
verwendet man am einfachsten die Definitionen weiter oben.

Beispiel

Zu Zeigen: (AU B)¢ = A°N B¢ wobei A, B, C' Untermengen von

X sind.

(AuB)f={zeX:2¢(AUB)}={zeX:a&d ANz & B}
={reX:zgAn{reX 2 ¢ B} =A°NB°

2.4 bekannte Mengen

N, natiirliche Zahlen: {1,2,3,...}

Z, ganze Zahlen: {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Q, rationale Zahlen: {Z|p € Z,q € N\{0}}

R, reelle Zahlen: “alle” Zahlen, die wir im Alltag brauchen.
Genauer: rationale Zahlen und die irrationalen Zahlen.

2.5 Teilmengen von R

2.5.1 Intervalle

Schreibweise | Definition Bezeichnung

la,b[, (a,b) |{z € Rla < x < b} |offen

[a,b],[a,b) |{z € Rla <z < b}|(rechts) halboffen

la,b], (a,b] |{z € Rla < 2 < b}|(links) halboffen

[a, b] {z € R|a < x < b} |abgeschlossen

Achtung: Ist a oder b “unendlich” (+00), so muss es auf der ent-
sprechenden Seite offen sein: z.B. [a,00][, | — 00, b[. Unendlich ist

keine konkrete Zahl und kann somit nicht gleich einer anderen
Zahl sein, was notig ware fiir <.

In der Topologie sind reelle Intervalle Beispiele fiir zusam-
menhingende Mengen. Offene Intervalle sind offene Mengen und
abgeschlossene Intervalle sind abgeschlossene Mengen. Halboffe-
ne Mengen sind weder offen noch abgeschlossen. Abgeschlossene
beschrénkte Intervalle sind kompakt.

2.5.2 Beschrinktheit

Die Menge M sei eine nicht-leere Teilmenge von R (M C
R, M # 0).

Die Menge M ist beschrankt, wenn C, Co € R existieren, sodass
gilt: Ve e M : C; <z < (. Aquivalent dazu ist die Aussage:
CeRYzeM:|z|<C

Die Menge M ist nach oben beschrankt, wenn C existiert, so-

dass gilt: Vo € M : x < C. Nach unten beschrinkt ist entspre-
chend: 3IC e RVz e M : C < z.

2.5.3 Supremum / Infinum

Ist M C R nach oben beschrinkt, so nennt man jedes C' mit
xz < C,Vx € M eine obere Schranke von M. Die kleinste obere
Schranke (existiert immer in R) nennt man Supremum von M
(sup M).
Analog dazu wird die untere Schranke und das Infinum (inf M)
definiert.

Falls die Menge M ein grosstes (bzw. kleinstes) Element besitzt,
so nennt man es Maximum (bzw. Minimum). Es gilt:



Ist M C R abgeschlossen und beschriankt, so existieren Mi-
nimum und Maximum von M

Wenn max M existiert, dann ist sup M = max M

Ist sup M € M, so ist max M = sup M

Wenn min M existiert, dann ist inf M = min M

Ist inf M € M, so ist min M = inf M

2.5.3.1 mathematische Definition

sup M = a gilt genau dann, wenn

e Vr € M : x < a, aist somit obere Schranke von M

e Ve >0dr € M : x> a—¢, dh. a — ¢ ist keine obere
Schranke mehr, egal wie klein man ¢ auch wahlt — a ist
kleinste obere Schranke.

inf M = a gilt genau dann, wenn

e Vr € M :x > a, aist somit untere Schranke von M

e Ve >0dr € M : x < a+ e, dh. a+ ¢ ist keine untere
Schranke mehr, egal wie klein man ¢ auch wahlt — a ist
grosste untere Schranke.

2.5.4 Archimedisches Prinzip

Satz 2.1 (Archimedisches Prinzip V. 1). Zu jeder Zahl 0 < b €
R gibt eseinn € Nmit b <n

oder

Satz 2.2 (Archimedisches Prinzip V. 2). Zu den zwei Zahlen
z,y € R, y > x > 0 existiert eine Zahl n € N, sodass gilt:
nr >y

Geometrisch: Hat man zwei Strecken auf einer Geraden, so kann
man die grossere von beiden iibertreffen, wenn man die kleinere
nur oft genug abtrigt.

2.6 Maichtigkeit

Eine Menge A ist gleichméchtig zu einer Menge B, wenn es eine
Bijektion f: A — B gibt. Man schreibt dann |A| = |B|.

Hat man zwischen zwei Mengen eine Funktion f : A — B gefun-
den, die bijektiv ist, so gibt es eine Umkehrfunktion, die eben-
falls Bijektiv ist. Diese bildet jedes Element von B auf eines aus
A ab.

2.6.1 Abzihlbar

Eine Menge A ist abzéhlbar, wenn sie gleichméchtig zur Menge
N (natiirliche Zahlen) ist.

2.6.2 Gleichmichtigkeit zeigen

Zeigt man durch angeben einer bijektiven Funktion.

2.6.2.1 Beispiel

Zu zeigen: U := {2k + 1 : k € N} gleichméchtig zu N ist.
Beweis: Sei f : N — U gegeben durch

F(n) = { n n ungerade

—n —1 n gerade
Diese Funktion ist offensichtlich bijektiv (sonst Umkehrfunktion
angeben), wodurch U gleichmichtig N ist.

2.6.3 weitere gleichmichtige Mengen

e N, 7Z,Q sind gleichméchtig
e R 0, 1] sind gleichmichtig
e R ist méchtiger (“iiberabzihlbar”) als N

3 Funktionen

Eine Funktion f : D — W ist eine Vorschrift, nach der jedem
Element aus D ein Element aus W zugeordnet wird. D ist der
Definitionsbereich (Bereich der giiltigen Eingaben) und W der

Wertebereich (Bereich der giiltigen Ausgaben).

Ist f: M —- Nund g: N — P, so ist die Funktion go f: M —
P, (go f)(z) = g(f(x)), eine Komposition von f und g.

3.1 Regeln
e f(ANB)C f(A)Nf(B)
e f(AUB) = f(A)U f(B)

3.2 Monotonie
Die Funktion f ist...

monoton steigend, falls aus z1 < zo immer f(z1) < f(a2)
folgt

streng monoton steigend, falls aus z1 < xo immer f(z1) <
f(2) folgt

monoton fallend, falls aus z; < xo immer f(xz1) > f(z2)
folgt

streng monoton fallend, falls aus z; < zo immer f(z1) >
[f(x2) folgt

3.2.1 Monotonie und Differenzial (Ableitung)

Ist f auf dem Intervall I differenzierbar, so gilt
"(x) > 0Vx € I = f streng monoton steigend
> 0Vzx € I & f monoton steigend

< 0Vx € I = f streng monoton fallend

<0Vz €I < f monoton fallend

—
2EEE

/(:E
3.3 Identitét (identische Abbildung, idx)

Sei M eine Menge, dann ist die identische Abbildung von M
definiert durch: idy; : M — M mit idy(z) = .

Sei f: M — N eine beliebige Funktion, dann gilt:

e idyof=f
o foidy =f

3.4 Injektiv, surjektiv, bijektiv
3.4.1 Injektiv

Sei f: M — N, f ist injektiv, wenn folgendes gilt:
o Vi, 20 € M 1 # x2 = f(x1) # f(x2)
o Vo, 20 € M : f(x1) = f(22) = 71 = 22
eVye N:Jzx e M: flz)y =yVv-(Fz e M : f(z) =y):
wenn zu jedem y € N hochstens (genau eins oder keins) ein
x € M existiert mit f(z) =y

3.4.1.1 Injektivitit zeigen

Injektiv wird meist direkt iiber die zweite Eigenschaft gemacht
oder per Wiederspruchsbeweis (indirekter Beweis) mittels der
ersten Figenschaft bewiesen.

3.4.1.2 Eigenschaften

e Die Gleichung f(z) = y, f ist injektiv und y gegeben,
verfiigt iiber eine oder keine Losung fiir x

e Eine stetige reelwertige Funktion auf einem reelen Intervall
ist genau dann injektiv, wenn sie in ihrem gesamten Defi-
nitionsbereich streng monoton steigend oder fallend ist.

e Sind die beiden Funktionen g, f injektiv, so ist die
Komposition g o f ebenfalls injektiv

e Ist g o f injektiv, so ist f injektiv




e f: M — N ist injektiv, wenn es die links inverse Funktion
g: N — M gibt, so dass go f =idy,

3.4.2 Surjektiv

Sei f: M — N, f ist surjektiv, wenn folgendes gilt:

Vye N:JxeM: f(x)=y
Wenn also fiir jedes Element aus N mindestens ein (kénnen
auch mehr sein) Element in M gibt, dass auf das Element aus
N zeigt.

3.4.2.1 Eigenschaften

e Die Gleichung f(z) = y, f ist surjektiv und y gegeben,
verfiigt iiber eine oder mehrere Losungen fiir x.

e Sind die Funktionen f: A — B und g : B — C surjektiv,
so ist die Komposition g o f : A — C' auch surjektiv

e Ist g o f surjektiv, so folgt, dass g surjektiv ist

e f : A — B ist genau dann surjektiv, wenn f ein
rechtes Inverse hat, also g : B —+ A mit fog =1idp

3.4.3 Bijektiv

Eine Funktion ist bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

3.4.3.1 Eigenschaften

e Es gelten die Eigenschaften von Injektivitdt und Surjekti-
vitit

e Die Gleichung f(z) = y, f ist bijektiv und y gegeben,
verfiigt iiber genau eine Losung fiir x

e Sind die Funktionen f : A — B und g : B — C bijektiv,
dann ist auch die Komposition go f : A — C bijektiv.

e Ist g o f bijektiv, dann ist f injektiv und g surjektiv

4 Zwischenwertsatz

Sei f : [a,b] — R eine stetige reele Funktion, die auf einem
Intervall definiert ist. Dann existiert zu jedem u € [f(a), f()]
(falls f(a) < f(b), sonst u € [f(b), f(a)]) ein ¢ € [a,b], sodass
gilt: f(c) = w.

4.1 Beispiel (Fixpunkt)

Sei f :[0,1] — [0,1]. Zeige: f hat einen Fixpunkt, d.h. es gibt
ein z € [0,1] derart, dass f(z) = .

Man erzeugt die Funktion g : [0,1] — R, g(z) := f(z) — z. Es
gilt: f(z) = 2 & g(x) = 0, d.h. ein Punkt x ist genau dann
ein Fixpunkt von f wenn er eine Nullstelle von g ist. Es ist zu
zeigen, dass g immer eine Nullstelle auf [0, 1] hat. Als Differenz
von zwei stetigen Funktionen ist g stetig. Weil ausserdem f(z) €
[0,1] Vo € [0,1] gilt, ist g(0) > 0 > g(1). Da g stetig ist, gibt
es daher nach dem Zwischenwertsatz ein z € [0, 1] mit g(z) =0
und somit gibt es f(z) = x.

5 Folgen in R
5.1 Definitionen

konvergent lim, .., a, existiert

divergent lim,_, a, existiert nicht

Nullfolge lim,_,, a, = 0 gilt

beschrinkt Es gibt C1, Cs, so dass gilt Cy < a,, < C5 bzw. C
gibt, so dass |a,| < C

unbeschrinkt falls (a,) nicht beschrinkt ist. Unbeschrénkte
folgen sind stets divergent

monoton wachsend a, < a,11 VneN

streng monoton wachsend a, < an,+1 Vn €N

monoton fallend a,, > apy1 YneN

streng monoton fallend a, > a,+1 Vn €N

alternierend die Vorzeichen der Folgenglieder wechseln sich
ab

bestimmt divergent / uneigentlich konvergent es  gilt
lim,, o0 @y, = F00

Definition 5.1 (Grenzwert).

lim a, =a < a, = a
n—oo

< Ve >03ng e NV >ng:la, —a| <e

Definition 5.2 (Teilfolge). Werden von einer Folge beliebig
viele Glieder weggelassen, aber nur so viele, dass noch unendlich
viele iibrigbleiben, so erhélt man eine Teilfolge.

Definition 5.3 (Haufungspunkt). a ist Hiufungspunkt der Fol-
ge (ay), wenn in jeder Umgebung von a unendlich viele Folge-
glieder liegen. Das ist d4quivalent damit, dass a der Limes einer
Teilfolge von (ay,) ist.

Definition 5.4 (Limes superior / Limes inferior). Ist (a,)
eine beschrinkte Folge, so heisst der grosste Hiaufungspunkt
Limes superior (limsup,, .. a, oder lim, ,..a,). Der kleins-
te Haufungspunkt ist der Limes inferior (liminf, . a, oder
lim an)

——n—0o0

5.2 Rechnen mit Eigenschaften

Addition:

(an), (by) konvergiert = (a,, + by,) konvergiert

(an) konvergiert, (b,) divergent = (a,, + b,) divergent
(an) beschrinkt, (b,) beschrinkt = (a, + b, ) beschrinkt
(an) beschriankt, (b,) unbeschrinkt = (a, + b,) unbe-
schréankt

(an) beschrinkt, (b,) — 0o = (a, + b,) — oo

(an) = 00, (by) = 00 = (an +by) = ©

(an) = —00, (by) = —00 = (ap + by) = —00

Produkt:

(an) Nullfolge, (by,) beschrénkt = (anb,) Nullfolge

(an) konvergent, (b,) beschrénkt = (ayb,) beschrénkt
(an) konvergent, (b,) konvergent = (a,b,) konvergent
(an) konvergent gegen a # 0, (b,) divergent = (a,b,) di-
vergent

5.3 Rechnen mit Grenzwerten

lim,, o0 ap = a, lim,, oo b, = b

Achtung! Untenstehendes gilt nur wenn die Grenzwerte von an,

und by, existieren. (Nicht O oder inf sind.)

lim, oo(an £b,) =a+b

lim, oo(c-a,)=c-a

hmn—wo(anbn) =ab

Achtung: lim,, o (an,)¢ = (lim, e an)¢, nur wenn ¢ # n
o — & (},) keine Nullfolge

hmn%oo b, — b

5.4 Hilfsmittel

Bernoullische Ungleichung: Fiir x > —1 und n € N
I+z)">1+nzx

Vergleich von Folgen: weiter rechts stehende Werte gehen
schneller nach oo
1, Inn,

n® (@>0), ¢"(g>1), nl, n"

Stirlingformel:

n n n
n! ~v2mn (E> = (E) V2rmn < n! < (ﬁ> 2N - e
e e e

o

3|

5.5 Konvergenzkriterien

ap, v a<sa,—a— 08 |la, —a| —0



e Ist lim, . a, = a, so ist der Limes a einziger Haufungspunkt
der Folge (a,) und jede Teilfolge konvergiert auch gegen a.
Beispiel: Wegen (1 + %)n — e, so gilt auch (1 + ﬁ)zn —e

e Hat die Folge zwei verschiedene Hiufungspunkte, so ist die
Folge sicher divergent.

e Ist die Folge monoton steigend und nach oben beschrénkt,
dann existiert lim,,_, a,. Ist die Folge monoton fallend und
nach unten beschrinkt, dann existiert lim,, o an

o Konvergiert ZZOZO Qp, SO ist lim,, oo an, =0
Damit kann die Regeln fiir Reihen verwenden. Siehe Grenz-
werte von Reihen.

e Gibt es eine Funktion f mit f(n) = a, und lim,_,~ f(z) = a,
so gilt auch lim,,_,~ a, = a.

Damit kann man zum Beispiel die Regel von ’'Hospital und
die restlichen Methoden anwenden. Siehe Grenzwerte von
Funktionen.
Achtung: Es kann sein, dass f keinen Grenzwert besitzt, aber
(an) schon.

e Einschliessungskriterium: Sind (ay), (by), (¢,) Folgen mit
apn < by, < ¢, und haben (a,), (¢,,) den gleichen Grenzwert a,
so konvergiert auch (b,) nach a.

5.6 Tipps & Beispiele
5.6.1 Briiche

n’+lnn
Vrt—n3
Bei Briichen empfiehlt es sich den am stérksten wachsenden Teil
(das am schnellsten wachsende n) zu kiirzen. In diesem Fall ist

lim,, o0

es das n* in der Wurzel, also n2.
. n?2+1nn % . nZ+1nn #
n—oo y/nt —n3 oz n— 00 n2 /1_% o=
) 1+ lnn 1+0
= lim = =0
n—oo

1L VIO

5.6.2 1’Hospital fiir Folgen (Folge als Funktion)
lim,, o 127271
Die Funktion f(z) = 1;‘—5‘ entspricht unseren Folgegliedern

(f(n) = a, = 22). Fiir n — oo hat der Nenner und der Zihler
den Grenzwert co, also wenden wir die Regel von I’'Hospital an.

Inz)’ 3
7( nz) = lim
Tx—00 20

.= lim

zoo (22)

Somit geht auch die Folge gegen 0.

5.6.3 Wurzeln

lim, oo (VN2 +an+1—+vn2 +1)

Hier wendet man die dritte binomische Formel an, um den
grenzwert zu berechnen. Die einzelnen Terme streben jeweils
gegen oo und oo — oo kann nicht berechnet werden.

Achtung auf die Vorzeichen beim Anwenden der Regel!

.= lim .
n—>oo\/1+ +2+\/1

5.6.4 Laufvariable im Exponent

sin(x)

z)) 5

sln(a:)

1imw4)0(3 -

=@B—lz) = = ¢
= lim,_,0(3 — |z]) "=
= lim, o 222) . ln(3 - |a:|)

sin(z)

sin(@) 1 (3 |])

= hmm—>0 o 25 In(3— )

In(3)
n(3) _ =3

= lim,0(3 — |2]) =

5.6.5 Gruppieren

Hat man zum Beispiel die Folge s, = 1 —|— —|— + ...+ QH T
so kann man die einzelnen Therme gruppleren und abschatzen
in diesem Fall z.B. mit i (zweiter Therm, dritter und vierter
Therm, fiinfter bis achter Therm, néichste 8 Therme, etc.). Wir
erhalten dann sor > 1+ % und sehen somit das die Reihe nicht
beschrinkt ist und somit auch nicht konvergiert.

5.7 Cauchy-Folgen

Definition 5.5 (Cauchy-Folge). Sei (an)nen eine Folge in R.
(an)nen heisst Cauchy-Folge, falls gilt

Ve > 03n, =ngle) e NVl >ng: |la, —ay <e
Die Definition sagt grundsétzlich aus, dass ab einem ng(e) (also
einem Anfang ng, der abhingig von ¢ ist) die Folgeglieder nur
noch ¢ Abstand zu einander haben. Also der Abstand beliebig
klein wird zwischen Folgegliedern.

Satz 5.1
dquivalent:

(Cauchy-Kriterium). Fiir (ap)ney C R sind

e (an)nen ist konvergent
e (an)nen ist Cauchy-Folge

6 Reihen
6.1 Definitionen

Eine Reihe >~ 7,
Folge der Partialsummen (S,,), S, :=
vergiert. Also wenn gilt: S,, — s.

a, ist konvergent mit Grenzwert s, wenn die
m
S an gegen s kon-

Definition 6.1 (e-Kriterium).
2nmian —s[<e

Definition 6.2 (Absolute Konvergenz). Wenn auch die Reihe
der Absolutbetriige > 7, |a,| konvergiert, so heisst die Reihe
absolut konvergent. Aus der absoluten Konvergenz folgt Kon-
vergenz. Der Umkehrschluss ist nicht moglich.

Ve > 0 dng € NVm > ng :

6.2 Rechenregeln Reihen
Fiir konvergente Reihen gilt:

ian:A,ibn:Béi(aan—i—ﬁbn):aA—i—BB

n=1 n=1 n=1

6.3 Konvergenzkriterien

V2 +an+1+vn2+1

= lim (V2 +an+1—+vn2+1)-

n—00 VnZ+an+1++vn?+1
~ lim (n?+an+1)— (n?+1)
nﬁoo\/nQ—l—an—i—l—i—\/nQ—i—l

= lim
n—oo \/n2 +an+1++vn2+1

nun verwenden wir den Tipp fiir Briiche und kiirzen das n heraus

)

Konvergiert Zzo:l Qp, SO ist lim,, s a, = 0.
Wenn also lim,,_, o a,, # 0, so konvergiert die Reihe nicht

6.3.1 Reihen Kriterien

Achtung. Die nachfolgenden Kriterien sagen nur aus, ob die Rei-
hen konvergiert oder nicht. Sie sagen nicht aus, gegen was sie
konvergieren!



6.3.1.1 Quotientenkriterium

<1l = ZZO=1 a,, konvergiert absolut
a
ZH —¢q. Danngilt ¢ ¢ =1 = keine Aussage
" ¢g>1 = > a, divergiert
6.3.1.2 Wurzelkriterium
g<1 = > a, konvergiert absolut
Ylan| — q. Danngilt< g =1 = keine Aussage
¢>1 = >, a, divergiert

6.3.1.3 Leibnizkriterium

Wenn gilt:

e (ay,) ist alternierende Folge, d.h die Vorzeichen wechseln
jedes Mal

e a, — 0 oder |a,| = 0

e (Ja,|) ist monoton fallend

...dann konvergiert Y | a,

6.3.1.4 Majorantenkriterium

Ist |a,| < b, und Y .7 | b, konvergent, so konvergiert >~ a,
absolut.

6.3.1.5 Minorantenkriterium

Ist a, > b, >0 und Y 7, b, divergent, so divergiert Y -, a,

6.4 Potenzreihe

Die Potenzreihe hat die allgemeine Form

Z an(z — 2)"

n=0
xg ist der Entwicklungspunkt der Potenzreihe und (a, )nen eine
beliebige Folge.

6.4.1 Konvergenzradius

Die Berechnung des Konvergenzradius ist fiir solche Reihen
einfacher, da der Faktor (r — z() nicht analysiert werden
muss. Entsprechend gilt fiir den Konvergenzradius r: r =

1
limsup,, _, o 7\L/ [lan || (

(Quotientenkriterium).

(€273
An41

Wurzelkriterium) bzw. r = lim,— o

7 Taylorreihe / -entwicklung

Funktionen werden in der Umgebung eines bestimmten Punk-
tes durch eine Potenzreihe dargestellt. Damit wird die ur-
spriingliche Funktion angenéhert.
Die Taylorreihe der Funktion f mit Grad m um den Punkt a
. (n)
ist: Ty, f(w;0) = >0 fT(a)(x —a)"

"(a g (3) a (4) a
— f(a)—|—%(ac—a)—&—f2—(!)(ar:—a)Q—&—f37!()(30—(1)3—&—f47!()(ac—a)4 ...
Dabeiist n!=1-2-3-...-n

7.1 Rechenregeln

7.1.1 Addition

f, g sind m-mal differenzierbar:
Tn(f + 9)(x;a) = Tin f(x;a) + Ting(x; a)

7.1.2 Multiplikation

f, g sind m-mal differenzierbar:

Tn(f - 9)(w;0) = Ton(Tin f (w3 0) - Trng(z; a))
Achtung: Anschaulich bedeutet es folgendes: Man multipliziert

die beiden Taylorreihen von f und g miteinander (T, f(z;a) -

Tmg(z; a)). Danach entfernt man alle Terme der Ordnung > m.
7.1.3 Kettenregel

f:A— B,g: B — R zwei m-mal differenzierbare Funktionen.
Entwickelt wird um den Punkt a € A mit g(a) = ¢ (¢ muss man
berechnen). Dann gilt:
T(g o f)(w;a) = Tm(f(9))(x;a)
= Tn(Tmg(w;a) o T f(25q))
==jin(Jinf(71n9($§a))($;Q))

7.1.4 Bemerkungen / Eigenschaften / Konvergenz

e Der Konvergenzradius kann 0 sein
e Falls Taylor-Reihe konvergiert, dann ist sie nicht notwen-
dig gleich der Funktion, die sie beschreibt. Gegenbeispiel:
e"r x>0
fla) = {0 .
e Ist f eine Potenzreihe, dann ist diese Potenzreihe auch die
Taylor-Reihe

8 Stetigkeit und Limes einer Funktion

lim, . f(z) = b bedeutet, dass die Funktion f fir z — a
den Grenzwert b hat. Der Funktionswert nahert sich also im-
mer néiher an b heran, wenn x sich a annéhert (Epsilon-Delta-
Kriterium).

YVe>030>0:|z—al| <d=|flz)— fla)] <€
Funktionsfolgen verhalten sich desweiteren wie Folgen. Es gelten
also die gleichen Eigenschaften.

Existiert der Grenzwert, so konvergiert die Funktion, andern-
falls divergiert sie. Der Grenzwert existiert nicht wenn die Funk-
tion eine Division durch 0 enhé&lt oder wenn er gegen oo, resp.
—oo divergiert.

8.1 (Punktweise) Stetigkeit

Die Definition fiir punktweise Stetigkeit ist die gleiche, wie die
fir lim,_,, f(z) = b (siehe die Definition gerade iiber diesem
Kapitel).
Charakterisierungen der Stetigkeit von f im Punkt a:
e lim, ,, f(x) = f(a) ist die Definition
e Man kann lim,_,, f(z) auch als f(lim,_,x) schreiben.
Also die Reihenfolge zwischen Bildung des Grenzwertes
und der Anwendung der Funktion vertauschen. Beispiel:
limg— oo sin% = sin(limg s oo %) =sin(0) =0
e Es gilt linker Grenzwert = Funktionswert = rechter Grenz-
wert: lim, », f(z) = f(a) = limn, f(2)
e Fiir eine beliebige (jede) Folge (x,) mit z, — a hat
f(xzn) = f(a) zu gelten. Dies ist praktisch um zu zeigen,
dass eine Funktion an einer Stelle nicht stetig ist.

FEine Funktion f ist stetig, wenn sie in allen Punkten stetig ist
(“punktweise Stetigkeit”).

Es gelten folgenden Eigenschaften:

e Ist f und g stetig in einem gemeinsamen Definitionsbereich,
sosind f+g¢g,f—9g,f"9, %, f o g ebenfalls stetig.

8.2 Gleichmissige Stetigkeit

Sei f: D — R, DCR, dann ist f genau dann stetig wenn gilt:
Ve > 030 > 0Va,x0 € D : | —xo| <0 = |f(x) — f(zo)] <€



Der Unterschied zur punktweisen Stetigkeit liegt darin, dass §
und ¢ nicht auch noch von xy abhiingig sind. So ist f(z) = 22
zwar (punktweise) stetig, aber nicht gleichmissig stetig. Be-
griindung: Je weiter rechts man zwei Punkte mit einem Abstand
kleiner als & wihlt, desto grosser wird der Abstand der bei-
den Funktionswerte. Dieser Abstand der Funktionswerte miisste
aber kleiner als das vorgegebene ¢ bleiben.

8.3 Lipschitz-Stetigkeit

Eine Funktion f : R — R ist Lipschitz-stetig, wenn eine Kon-
stante L existiert, so dass gilt:
Vay,zp € R:||f(z1) — f(@2)| < L- |21 — 22|

Beispiel
Zeigen sie das die alternierende harmonische Reihe
> 1 1 1 1 1
S ) Al
Z} S 5737175

konvergiert. Man zeige, dass der Grenzwert L die Ungleichung
3 < L < % erfiillt.

Die Reihe konvergiert. Sei Ly = ij:l(—l)”_li die N-
te Partialsumme. Es gilt

Lo<Ly<Lg<..<Lyg<L3<lIy
und daraus folgt Lo = % <L< % = Ls.

8.4 Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Integrierbarkeit

Sei f eine Funktion, so gilt:

f differenzierbar = f stetig = f integrierbar

f nicht integrierbar = f nicht stetig = fnicht differen-
zierbar

8.5 Abhingigkeit der Stetigkeitsbegriffe

Sei f eine reelle Funktion, so gilt:
f Lipschitz-stetig = f absolut stetig = f gleichmissig stetig
= [ (punktweise) stetig.

8.6 Regel von de I’Hospital
Sei a € RU {00, —00}. Es hat zu gelten:

o lim, ,, f(z) =lim,;—,, g(x) =0 oder + o0
e In der Nihe von a ist ¢'(z) # 0

Dann ist ,

lim 7f(x) = lim f,(x)

r—a g(a’,‘) r—a g (a’,‘)
Diese Regel kann man mehrfach anwenden hintereinander.
Achtung: Es kann sein, dass der Limes lim,_., % nicht exis-

tiert, aber von lim,_,, % trotzdem.

8.7 Tips zur Stetigkeit
e Um zu zeigen das eine Funktion mit mehreren Parameter
in einem Punkt nicht stetig ergénzbar ist hilft es haufig die
Parameter gleich zu setzen. (Hiufig geht dann der Limes
nicht gegen den gesuchten Punkt = die Funktion ist nicht
stetig ergénzbar.)

9 Stetigkeit von Funktionen mit mehreren Va-
riabeln

Definition 9.1 (Grenzwert). Eine Funktion f(Z) hat einen
Grenzwert b an der Stelle @, wenn fiir jede vektorwertige Folge
(Z)ken, mit T # @, limg_ o0 f(T) = b erfiillt ist

Definition 9.2 (Stetigkeit). Die Funktion f(Z) ist stetig im
Punkt @, wenn fiir beliebige Folgen (Z)reny mit () — d gilt:
limgz, .,z (&) = f(@) fir alle & gilt.

9.1 Typische Fille

e z-Achse entlang: y =0
o y-Achse entlang: z =0
e Winkelhalbierende: z = y

Beispiel

dzy
fla,y) = 7 @) 70,0

0 (z,y) = (0,0)
Die Funktion ist als Komposition, Addidition und Multiplikati-
on stetiger Funktionen tiberall ausser in (0, 0) stetig (1. Zeile).
Es bleibt zu untersuchen, ob f auch in (0, 0) stetig ist.
Léngs der z-Achse (y = 0) erhalten wir:

4z -0

0)=——"" =0
lim f(z,0) = lim0=0
x—0 x—0

Als néchstes untersuchen wir die Winkelhalbierende (z = y):
fa2) = o =2
B = 22+ 12 222
lim f(z,z) = lim2=2
z—0 z—0

Die Funktion ist somit in (0, 0) nicht stetig, da lim, o f(z,0) #
lim, o f(x,z) ist.

10 Funktionsfolgen
10.1 Definition

Eine Funktionsfolge (f,,) konvergiert punktweise auf dem Defi-
nitionsbereich I gegen f, wenn fiir jedes x € I gilt f,,(x) — f(x).
Ve>0VxelIngeN:n>ng=|f(z)— fulz) <e
Die Folge konvergiert gleichméssig auf I gegen f, wenn
sup,cs | fn(z) — f(x)] = 0 gilt. Das bedeutet, dass die obere
Definition fiir alle x dasselbe ng verwendet und nicht jeweils

verschiedene:
Ve>03dngeNVzel:n>ng=|f(x)— fulz) <e

Wichtig: gleichmiéssige Konvergenz = punktweise Konvergenz.

Nicht aber andersrum!

11 Differenzierbarkeit
11.1 Definition

f ist in a € T differenzierbar mit der Ableitung f’(a), wenn
- f@) = fla) d
1 = = —
lim ——— fila) = - f(a)
existiert.
Ist f’ stetig im Definitionsbereich, so heisst f stetig differen-
zierbar. Man kann also f differenzieren und bekommt mit f’
eine stetige Funktion. Es gilt auch f € CY(I). C"(I) ist die
Menge der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen iiber dem
Intervall 1.

11.2 Mittelwertsatz (Satz von Lagrange)

Ist f au [a,b] stetig und in ]a, b[ differenzierbar, so gibt es ein

¢ €]a, b mit

11.2.1 Beispiel: Ungleichungen

Zu zeigen: e*(y —x) < e¥ —e* < e¥(y — x), Vo < y:

Der Mittelwertsatz wird auf die Exponentialfunktion angewen-
det. Damit gilt fiir ein Paar von Zahlen z < y ein u €]z,y|,
fiir welches gilt: ©=¢~ = ¢*. Weil die Exponentialfunktion in R
streng monoton wachsend ist, gilt e < e" < e¥ und somit gilt:




e’ < &=% < e¥. Multipliziert man nun mit dem Nenner des
Bruchs bekommt man: e”(y —x) < e¥ — e < e¥(y — x).

11.3 Monotonie

e ' > 0= f streng monoton steigend
e />0 < f monoton steigend

e f/ < 0= f streng monoton fallend
e ' <0< f monoton fallend

Insbesondere besitzt die Funktion f wenn sie streng monoton
wachsend /fallend ist weder kritische Punkte, noch lokale oder
globale Extrema.

11.4 Konvexitit

Definition 11.1 (konvex). Eine Funktion f ist konvex, wenn
Va,b: f(%52) < w

Definition 11.2 (konkav). Eine Funktion f ist konkav, wenn
Va,b: f(etb) > [@FS0)

Anschaulich: Anschaulich bedeutet das, dass bei einer konve-
xen Funktion der Graph immer unter und bei einer konkaven
stets iiber der Sekante liegt. Der Graph konvexer Funktionen ist
linksgekriimmt, der konkaver Funktionen ist rechtsgekriimmt.

o >0« f konvex
o [ <0<« f konkav

11.4.1 Extremstellen

o f'(zo) =0, f’(zo) > 0= Minimum bei zg
o f(xg) =0, f"(x0) < 0= Maximum bei zg

o f"(x0) =0, f"(x0) # 0= Wendepunkt in xg

o f'(x9) =0, f"(x0) =0, f"(x0) # 0 = Sattelpunkt in zg
e Extrema bei z9 = f/(29) =0

11.4.2 Beispiel Wendepunkt berechnen

Die hinreichende Bedingung fiir einen Wendepunkt lautet:

f"(xo) =0 und f"(x¢) #0

Praktische Vorgehensweise fiir f(z) = $2° — 22% + 3a:
Um eine Funktion auf Wendepunkte hin zu untersuchen, fithren
wir die folgenden Schritte durch:

e Wir leiten die Funktion f(x) dreimal ab. f’(z) = 2% —4x+3,
f(x) =2z —4 und f"(x) =2

o Wir setzen die zweite Ableitung Null und berechnen den
X-Wert, sofern moglich f”(z) = 2z — 4 Z0=1=2

e Sofern moglich, setzen wir diesen X-Wert in die dritte Ab-
leitung ein f"'(z) = 2

e Ist dieses Ergebnis ungleich Null, liegt ein Wendepunkt vor
f"(z) = 2 # 0 = Wendepunkt

e Der X-Wert wird in f(x) eingesetzt, um den zugehorigen
Y-Wert zu bestimmen. z = 2 in f(x) einsetzen: f(2) =
193 2 _ 2

11.5 Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Diffe-
renzierbarkeit

o differenzierbar = stetig
o differenzierbar < stetig

11.6 Umkehrsatz

Ist f : T — R auf I differenzierbar mit f'(z) # 0 fiir jedes
x € I, so ist f streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend und damit injektiv. Die Umkehrfunktion f=!: f(I) — I
existiert und ist ebenfalls streng monoton wachsend oder streng
monoton fallend. Die Ableitung (f~1)'(y) existiert fiir alle y €
F(I) mit f/(f~1(y)) # 0), und zwar gilt dann

1

—1\/ _
U)W = my

11.7 Monotonie, Bijektion, Differenzierbarkeit
Satz 11.1. (Folgendes gilt auch fiir streng monoton fallende
Funktionen)

Sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Es sei
dann A = f(a),b = f(b), dann gilt: f : [a,b] — [A, B] ist
bijektiv.

f hat also eine Umkehrfunktion f~1: [A, B] —
ist stetig und streng monoton wachsend.

[a,b] und diese

Tipp: Differentierbare Funktionen sind stetig.

12 Partialbruchzerlegung

Mit dieser Methode wird ein schwieriger Bruch in eine Sum-
me von einfacheren Briichen zerlegt. Damit ldsst sich der ur-
spriingliche Bruch einfacher integrieren.

1. Den Grad des Zéhlers und des Nenners vergleichen von R
i) Ist der Z#hlergrad (iiber Bruchstrich) grosser oder
gleich dem Nennergrad (unter Bruchstrich), so divi-
diert man den Zahler durch den Nenner. Man erhélt
daraus das Polynom P* und moéglicherweise einen

Rest R, sodass gilt: R = P + R*.

ii) Ist R* = 0, so ist das Verfahren abgeschlossen. Sonst
arbeitet man nun mit dem Rest R* weiter als Bruch,
den man ansieht.

2. Man berechnet die Nullstellen vom Nenner des Bruches.

3. Nun setzt man den urspriinglichen Bruch gleich der Summe
der Partialbriiche. Die Partialbriiche sind jeweils abhéngig
von den Nullstellen:

i) Fiir jede einfache reelle Nullstelle x; ist der Summand
—#1- zu nehmen

ii) Fiir Ljede ri—fache Nullstelle x; %rhalt man r; Summan-
den: xtﬁalr, + (ac ac i)? +eoF (z— 73:)”

4. Nun berechnet man die unbekannten a;; indem man die
Partialbriiche gleichnamig macht und dann die Koeffizien-
ten des urspriinglichen Zahlers mit denen des gleichnamigen
Bruchs vergleicht.

Beispiel

R(x) = =57
Der Zahlergrad ist gleich dem Nennergrad, weswegen wir eine

Polynomdivision durchfithren: = R(z) =1+ (ix:l)lz

Aus (x — 1)? folgt, das wir nur eine Nullstelle haben 2o = 1. Es
handelt sich dabei um eine doppelte Nullstelle.

Somit gilt:
20 — 1 o a az
@12 z2-1 (@=1p2
2e —1=ay(x — 1)+ as
2r—1=a1x — a1 +as
Daraus folgt, dass a; = 2 und ag = 1 (lineares Gleichungssys-
tem).

. . ajz
Somit gilt: R(z) = 57 =1+ 2 4 ﬁ

13 Integralrechnung
13.1 Berechnung

[af(@)+ Bg(z)dz =a [ f(z)dz+ B [ g(z)dx
13.1.1 Substitutionsregel
JF'(g(x))g' (x)dz = F(g(x))
1. Fiir dle neue Variable u = g(z) bildet man: —7; =4 (z) &

du = g'(x)dz. Ersetzt also g(z) = v und dz = (w) Wenn
noch x {ibrig sind, ist ein Zwischenschritt notig: Lose u =



g(z) nach z auf, somit resultiert eine neue Formel mit x =
h(u), substituiere nun = durch h(x).

2. Bei bestimmten Integralen: Sei f: ... dx. Dann sind die
neuen Grenzen fiir das neue Integral g(a) und g(b)

3. Berechne das Integral in u

4. Ersetze im Ergebnis u durch g(z)

13.1.2 Integrale mit Parametern

Sei h : R? — R stetig und partiell nach ¢ diffbar mit stetiger
Ableitungsfunktion. Betrachte

Yy
u(y) = [ ey do
0

Dann ist u € C*(R) und fiir die Ableitung gilt

) Y Oh

i(9) = e 9)lamy + | G (o0) da

o 9Y

13.1.3 Beispiel: einfaches Integral

Das Integral fEQ 22 dzx berechnet die blaue Fliche die durch die
Funktion f(x) = 22 beschriinkt wird. F(x) sei die Stammfunk-

LW+

tion von f (z), generell berechnen wir [z¥dz = ST somit
F(z) = ? Somit [* ,a%dz = F(z) |y, = F(1) — F(-2) =
§_7§3:3+§:3'
\

ak

3l

al

1E

e

—20-15-1.0-0.5 05 1.0

13.1.4 Beispiel: Substitution

f02 T+ 1° d

Die Wurzel wird substituiert: u = g(z) =

va+1.
du

1L & =g(x) = 2\/% = L. Somit wird vz + I durch u3
ersetzt und dx durch § d“ = 2u du. Im Integral wéren somit

die Wurzel und das dx ersetzt Es bleibt noch das z {ibrig
vor der Wurzel. Losen wird vz +1 = u nach x auf, so
erhalten wir z = u? — 1.

2. Neue Grenzen: g(0) = 1 und g(2) = /3

3. fo v/ +1 dx—fl

Bu” - 2u)?

u? — Dud2udu =2 [(u® —u?)du =

4. Riicksubstitution: f02 e+ 1dr = 2V + T -

2\/m5]i/§ ”:144\/>+30

5

14 Riemannsummen (Riemannintegral)
14.1 Riemansumme
Wir betrachten die folgende Einteilung des Intervals [a, b]:

N
. b—a
E:a,b) = U[xk_l,a:k] mit xp =a+k - N

k=1
Die Feinheit dieser Zerlegung ist:
b— oo
0(E) = max{zy — zp—1]k =1..N} = @ Noee
& sein ein Punkt auf dem Interval [z;-1,x;], somit
& € w1, 1)

a=xp hxXitzxz X3 Mg ) tg

Abbildung 1: Darstellung Riemannintegral mit & = t; und un-
symetrischer Intervaleinteilung E.

Somit ké’)nnben wir die Riemannsumme bilden:

[ @ dw:Z(ﬁE,é)
= lim Z f(gz)

N —o0 o ——

“Hohe” “Lénge”

Riemann-Summe
= b—a, b—a
=Jm > St ki) Ty

14.2 Riemann Integrabel

Die Funktion f sei Riemann Integrabel wenn es ein I € R gibt
so dass: Ve > 0,3 > 0 so dass

|I| —e< Z(faE,g) < |I|+€
fiir jede Einteilung E von [a,b] mit 6(E) < v, und fiir jede Wahl
von Zwischenpunkten &.
Jede monotone Funktion und jede stetige Funktion ist Riemann-
integrierbar.

Beispiel

Es soll das Intergral mittels Riemannschen Summe berechnet
werden: f: e dr, N €R. f(x) = e

Zuerst unterteilt man das Intervall [a,b]: E : [a,b] =
ngl[ck_l, ¢kl mit cp =a+k- ZFTG

Die Feinheit dieser Zerlegung ist somit (5( ) = max{cy —
ch1lk =1...N} = 222 Dabei gilt §(E) = 252 — 0 (N — 0).
Dies ist wichtig. Wir mussen die Feinheit unglaubhch klein be-
kommen koénnen, also nahezu 0. Je feiner die Feinheit desto ge-
nauer wird unsere Riemann’sche Summe. Der Grenzwert dieser
Summe fiir N — oo ist der Wert des bestimmten Riemann-
Integrals.

Zusétzlich miissen wir festlegen, an welchen Punkten in den
Teilintervallen wir den Funktionswert auswerten. Hier legen wir
fest: xr = crp_1, also jeweils am Punkt an dem das Teilintervall
beginnt.



Daraus erhalten wir nun:

b N-1
Az :
e dr = lim fzr) - O(F)
A N—o00 kZ—O N =~
" “Hohe” “Lénge”

Riemann-Summe

= b b—a
= i Alatk>g®) Z_ 2
Jm 2o v
k=0 flzr) S~
5(E)
N-1 b
= i P
k=0
~ lim b—a ,,1— M=)
N —oc0 1— e)\bT

Wir wissen, dass p = b_Ta — 0 fiir N — oo. Somit ersetzten wir
es entsprechend:

b A(b—a)
. 1—e
M dr = hmp-em~7>\
o p—0 1 —err
. p(e)\a e/\b)
= lim 3
p—0 1 —e?r
an e oAb
= lim
po0  —\erP
Aa b
_ ¢ e l( Aa b
= = —(eM—e"")
—A A

15 Differentialgleichung (DGL)
15.1 Lineare DGL 1. Ordnung (v’ + f(z) -y = g(z))

15.1.1 Variation der Konstanten

Sei:
F(z) =
F(z

/ F(t)dt.

Dann ist {yzom () = c1e¥@|c; € R} die Menge aller Losungen
der homogenen Differnentialgleichung (y" + f(z) -y = 0). Als
Ansatz fiir die Losung des inhomogenen Problems setze man
yp(2) = u(2)e @ d.h. man lisst die Konstante ¢, variieren.
Dies ergibt eine eindeutige Zuordnung zwischen den Funktion y
und u. Denn e (@) ist eine stets positive, stetig differnezierbare
Funktion. Die Ableitung dieser Ansatzfunktion ist
yp() = u(x) f(2)e" ™ 1 (2)e" ) = y(2) f(2) + ' (x)e" @

Also 16st y die inhomogene Differntialgleichung

Yp(@) = y(@)f(z) + g()
genau dann, wenn

W (@) = y(@) f(@) + g(a)
gilt. Also folgt

u(z) = /g(t)e‘F(t)dt
Somit ist die Losungsmenge von y,
{yp(2) = " (u(x) + cp)le2 € R}

Die Losungsmenge der generellen Losung der allgemeinen
Losung ist somit y:

{y} = {y = YHom + yp}

={y(z) = e 4 @) (u(z) + c2)ler, 2 € R}
Gibt es nun einen Ansatz, kann diese menge durch Einsetzen
des Funktionswert und Gleichsetzen mit dem Resultat genau
bestummen werde in dem die Konstanten ¢ aufgelost werden.

Konkret reicht es also aus. F' und w zu berechnen.

15.1.2 genereller Ansatz

Wenn g(z) = 0 ist, dann ist die DGL homogen. Falls g(z) # 0,
so handelt es sich um eine inhomogene DGL.

Der erste Schritt fiir homogene und inhomogene DGL ist die

Losung der homogenen DGL: ¢/ + f(z) -y = 0:

Y+ f@)-y=0 |-(f(z) y)

y = —f(z)-y y' ist das gleiche wie %
dy
d@ =—f(x)-y |+y
4y
i —-rw|[
dy dy dx 1
Hde = | —f(a)de | L do=——dy=—d
dzy flayde |20 de= g dy y

Damit erhalten wir die allgemeine Losung: y = A - e~ F(®), Hat
man eine homogene DGL und einen Punkt, an dem die ur-
spriingliche Funktion ausgewertet wurde, so kann man die expli-
zite Losung berechnen (also A berechnen), in dem man die hier
allgemein erhaltene Losung fiir den gegebenen Punkt auswertet
und so die Unbekannte bekommt.

Fiir ein inhomogenes DGL setzt sich die allgemeine Losung
aus der homogenen Lésung y;, und der partikuldren (speziel-
len) Losung y, der inhomogenen DGL zusammen. Die homoge-
ne Losung haben wir bereits berechnet: y, = A - e ¥, Nun
folgt die partikuldre Losung:

Dazu wird die Konstante (A) der homogenen Losung als Funk-
tion dargestellt (u(z)). Wir erhalten somit: y, = u(x) - e F@).
Dieses y,, setzten wir nun als y in die inhomogene Gleichung ein:

Y+ @)y =g(x) = (u(@) e ") + f2) - (u(z) - e W) = g(2)
N— N—

=Yp=Y =Yp=Y
Die neue Gleichung wird nun nach u'(z) = ... aufgelost, was zu
u'(z) = 2 Sf()x) fithrt. Nun wird u(z) bestimmt durch integrieren

beider Seiten: u(z) = [ -~ ()~ da. Hat man dies ausgerechnet,
setzt man u(z) in y, = u(z) - e~ @ ein und bekommt so die
partikulédre Losung der DGL.

Als letzter Schritt fiir inhomogene DGL summiert man y und
yp und erhélt nach dem Umformen und Kiirzen die allgemeine
Losung der DGL:

_ A —F@ 9(x) P
y=yntyp=4A-¢ +/67F(I)dxe

=Yh
=u(x)

=Yp

Hat man fiir die inhomogene DGL ebenfalls Punkte an denen die
Funktion ausgewertet wurde, so kann man dies in die allgemeine
Losung eintragen und so die Unbekannten (A) berechnen.

15.1.3 Beispiel mit Variation der Konstanten

Gegeben: 3’ + 22 - y = 222
Somit: ' = f(x) -y + g(z) mit g(z) := 222 und f(x) := —2?
Es gilt somit:

F(x)/f(t)dt./zzdt.m;

23
{Yyrom(x) = c1e” 5 |1 € R}
die Menge aller Losungen der homogenen Differnentialgleichung
(y +22-y=0).

Dann ist



Dieser Teil muss nicht berechnet werden (Herleitung).
Als Ansatz fiir die Losung des inhomogenen Problems setze man
yp() = ulw)eF @,
Ansatzfunktion ist
yy(@) = ul@) f(@)e" ) + o ()" = y(@) f(@) + u (2)eF @
Also 16st y die inhomogene Differntialgleichung
Yp(@) = y(@)f(z) + g(z)

genau dann, wenn
u'(z) = y(2)f(z) + g(z)

gilt.

Also folgt
23 23
u(z) = /9(3«”) F@) g, —2/:1: e dr. =25
Somit ist die Losungsmenge von yy,

{y,(z) = e75 (27 +c)lc2 € R} = {y,(x) =2+ ¢c3)|cs € R}
Die Losungsmenge der generellen Losung der allgemeinen
Losung ist somit y

{y(@) = 1™ +2le; € R}

15.1.4 Beispiel genereller Ansatz

Gegeben: 3’ + 22 - y = 222
Homogene DGL 16sen: ¢/ + 22 -y =0
y +2%y=0
d
dlx/““”fy: | = (2* - y)
—dy = —2*" =
o y=-z"-y [+y
— Cdy = —x2
dg = \/
11
/—fdydx:/f:czd:c
dzy
1
/fdyzf—xde
Y 1
In(y) = —2a® e
1,8
y:e 3

Somit ist die allgemeine homogene Losung: y, = A - e~ 37"

Als néchstes gehen wir die praktikuldre Losung an: y, = u(z) -

1,.3
e 3*
3
= (u(@) - e 37) + 2 (u(z)e 37") = 242
u'(z) o3’ —u(x) p2e73% 4 u(x )x267%13 = 22
W (x) e 3 =222 e 5
W (z) = 22%e3*” |/
u(x) = 2e3°”
Wir erhalten somit: y, = 2¢57” . ¢=57° = 2. Die allgemei-
ne Losung des inhomogenen DGL ist somit: y = y, +y, =

A~e’%‘”3—|—2
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15.1.5 Beispiel Direkterer Lésungsweg

Gegeben: 3 + 22 - y = 222. Direkt 16sen:

y +a?-y =227
g—z—&-xQ-y = 272 —(2% - y)
5% =222 — 2% .y vereinfachen
;?Z =222 —y) +(2-y)
A = z2 J with respect to x
Qg_aysy dr = [2%dx links: [ Z((;f)) dz =In|g()|
22—y =L 4¢ (=1
In|2 —y :fgfcl €
elnl2—y| P LA
2—y = e—3r° a1 -2
—y =e 3¥a_2 | .(=1)
y = —e— 37— 49 replace const
y =c2-e 57”42

15.2 Lineare DGL hoherer Ordnung

Hier geht es um DGL der Form: a,y™ + a,—1yy™ ™Y + ... +
a1y’ + ap = g(x).
Wieder unterscheiden wir homogene DGL (g(z) = 0) und inho-

mogene DGL (g(x) # 0).

Als ersten Schritt 16sen wir fiir homogene und inhomogene DGL
die homogene Version der DGL: a,y™ + ag,— 1y ™V + ... +
a1y’ + apy = 0. Dazu ersetzen wir (™) durch \* - e**. Beispiels-
weise wird aus a2y + a1y’ + apy = 0 wird aaA2e?® + a1 \e® +
aoe)‘w =0.

Diese neue Gleichung ist das charakteristische Polynom. Von
diesem berechnen wir als erstes die Nullstellen \;. Wir beach-
ten, dass wir auch komplexe Nullstellen miteinbeziehen. Auch
merken wir uns die Vielfachheit einer Nullstelle.

Hat man die Nullstellen A;, so losen fiir einfache Nullstellen
eM® die homogene DGL. Ist die Nullstelle \; k-fach, so 16sen
eM® gperi® et . gkT1leri® die homogene DGL. Wir erhal-
ten also die allgemeine homogene Losung in einer dhnlichen
Form wie: yp, = Che® 4+ Cp_1e* 1% 4 Cp_swe™ 1% 4 .. +

An_1: 2-fache Nullstelle

CyzeM® + Coze™® + CreM®.
A1: 3-fache Nullstelle

Ist \; eine komplexe Nullstelle, so ist A\; der Form \; = a+i-b. Zu
jeder komplexen Nullstelle gibt es auch eine konjugierte Null-
stelle: A\, = a — 7 - b. Aus diesem Grund losen fiir die kom-
plexe Nullstelle (\;) e*(@+®) und e*(®=%*) das homogene DGL.
Achtung: Nachfolgend lohnt es sich oft die Eulersche Identitét
= cos(x) + isin(x).

zu verwenden: e*®

Die allgemeine Losung der homogenen DGL haben wir nun ge-
funden. Die Unbekannten C; konnen gefunden werden, wenn
geniigend Punkte gegeben sind, an denen der Funktionswert
bekannt ist.

Hat man urspriinglich eine inhomogene DGL vorliegen, so muss
man fiir die allgemeine Losung noch die partikuldre Losung
des inhomogenen DGL berechnen. Dazu werden die Unbekann-
ten C; durch Funktionen w;(z) ersetzt. So wird aus y, =
CozeM® 4 C1eM® =y, = ug(x)2eM® + uy(z)eM® (eine dop-
pelte Nullstelle).

Jetzt geht es darum die Funktionen u;(z) zu bestimmen, um sie
in die vorherige y,-Gleichung einsetzen zu koénnen. Dazu stel-
len wir ¢ Gleichungen auf. Also so viele, wie wir unbekannte
Funktionen w;(z) haben:

us(x)' (we®) + uy () (€)= 0
us () (xe®) 4wy () (M) = g(x)



Das Prinzip ist folgendes: Bis auf die letzte Gleichung, wird
gleich 0 gesetzt. Die letzte Gleichung wird gleich g(x) gesetzt.
Unsere unbekannten Funktionen werden jeweils einmal abgelei-
tet, egal in welcher Gleichung wir sind. Pro Zeile, die man weiter

runter geht, wird der Term mit e** jeweils einmal mehr abgelei-
tet. In der ersten Zeile wird zum Beispiel e nicht abgeleitet,
in der néchsten Gleichung wird es einmal abgeleitet. Hiatten wir
mehr Unbekannte Funktionen, so wiirde in der folgenden Zeile
zwel mal abgeleitet werden. Im Allgemeinen gilt also:

ur(2) yn1(x) + u2(z) yr2 () + - .. + un (@) yan(z) =0

ur(2) yp1(2) +u2(@) yr2(z) + ...+ un(@) ypn(z) =0

u1 () yn1 (@) + u2 (@) yr2 ()" + ..+ un(2) Ynn(x)"” = 0

w1 () yr1 (@) "D 4wz (@) yra (@)Y 4 un (28) yan (2) Y = g(2)

Diese Gleichungen werden nun jeweils aufgelést, bis man wu;(x)
erhilt. Um zu w;(x) zu gelangen, muss auf dem Weg einmal
die Gleichung auf beiden Seiten integriert werden. Hat man alle
ui(z), so setzt man diese in unsere urspriingliche y, Gleichung
ein.

Nun kann die allgemeine Lésung des inhomogenen DGL berech-
net werden. Dazu summiert man y und y,: y = yp + yp. Dies
ist die allgemeine Losung. Hat man konkrete Punkte, an denen
die Funktion ausgewertet wurde, so kann man die Unbekannten
C; berechnen.

Beispiel

Es soll 4y’ +y = FQ(I) ausgerechnet werden.

Zuerst sehen wir uns das homogene DGL an:
y'+y=0

= NN 4N =0
SN +1)=0

=AM +1=0
<:>>\2=—1 :>)\1=i,>\2:—
Somit ist die allgemeine Losung des homogenen DGL:
yh=Cr-€* +Co-e"

= C1(cos(x) +isin(x)) + Ca(cos(x) — isin(x))
= sin(m) (ZCl + ZCQ) + COS(Z’) (Cl + CQ)
—— ——
=D, =D,

= Dy sin(z) + Ds cos(x) = yp,
Da es sich um ein inhomogenes DGL handelt, berechnen wir als
néchstes die partikuldre Losung:

yp = ui(z) sin(z) + wuz(x) cos(z)
—— ——

Dy in yp D3 in yp
uy () sin(z) + ua(z) cos(z) =0
2
/s ’ ’ r
up(z) sin(x)" + ua(z) cos(x)’ = con()

= uy(z) = —2tan(z), uz(x) =2

< up(z) = 21n(cos(x)), uz(x) = 2z

=y, = 2In(cos(x)) sin(z) + 2z cos(z)
Da wir nun auch die partikuldre Losung haben, kénnen wir die
allgemeine Losung des inhomogenen DGL berechnen: y = y;, +

Yy, = Dy sin(z) + Dy cos(z) + 21In(cos(z)) sin(z) + 2z cos(z)

15.3 Amnsitze fiir partikulire Losung

Hinweis: nur brauchbar fiir lineare DGL mit konstanten
Koeffizienten

Bezeichnungen:
P(z) charakt. Polynom der DGL
Sk(z) polynomielle Stérfunktion, Grad k
A, B unbekannte Konstanten
Ry (z) = apz® + .+ a1z +ag mit unbekannten Koeffizienten
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g(z) ‘Ansatz
ce™® Ae™* | falls P(m) # 0

Axie™* | falls m g-fache NST von P
Sk(x) Ry(x) , falls P(0) #0

xRy (z), falls 0 g-fache NST von P
Py (x)e™® Ry (x)e™® | falls P(m) #0

1R (x)e™® falls m g-fache NST von P

Acoswz + Bsinwz , falls P(+iw) # 0
x%(A coswz + Bsinwz), falls +iw
g-fache NST von P

sin wx, cos wx

Acoshwx + Bsinhwz , falls P(w) # 0
x%(A coshwax + Bsinhwz), falls w
g-fache NST von P

sinh wx, cosh wx

16 Kurvenintegral (Linienintegral)

In den Ubungen sind nur immer Integrale der zweiten Art vor-
gekommen.

16.1 2. Art

Das Wegintegral iiber ein stetiges Vektorfeld f :R™ — R” ent-
lang eines stetig differenzierbaren Weges v : [a,b] — R™ ist
definiert durch:

| faz= | (P )

Skalarprodukt: <[1', 5> = Gzby + ayby + ...

Beispiel

Berechne des Linienintegral fv Kdz fiir K (z,y) = (22 +y, 2zy)
und ~ als Einheitskreis mit positivem Umlaufsinn. Gegeben:
K(z,y) = (¢* +y, 2zy)
7 : [0,27] — R?
v : t > (cos(t),sin(t))
Zu berechnen:
v(t) (= sin(t), cos(t))
K(y(t)) = (cos?(t) + sin(t), 2 cos(t) sin(t))
<I?(7(t) A1) = —cos?(t)sin(t) — sin(t) + 2 cos?(t) sin(t)

= cos?(t)sin(t) — sin(¢)

[ (RG@Aa)a

= / ! cos?(t) sin(t) — sin®(t)dt
0

1 1
= 3 cos?(t) — 525 + sin(t) cos(t)

N
o~

S~
=
S
I

2m

0

16.2 1. Art

Das Wegintegral einer stetigen Funktion f : R®™ — R entlang
eines stetig differenzierbaren Weges v : [a,b] — R" ist definiert

durch:
fro=[ 10

Euklidische Norm: ||@l|s =

tegral muss man zuerst y(t) nach ¢ ableiten und erst dann die
Norm davon berechnen!

)Ily(t)'[l2dt

az + a2 +.... Achtung: Beim In-

Beispiel

Es sei die Schraubenlinie (Spirale in 3D)
v :[0,27] = R3 5y : t = (cos(t),sin(t),t)



und f(z,y,2) := 22 + y? + 22 gegeben. Wir berechnen I, fds.
Zunéchst bestimmen wir

or- [ ] [5 +[a]
sin?(t) + cos?() + 1 = V2

Dann substituieren wir x,y und z und erhalten

fla,y,2) = f(3(1) = sin®(t) + cos(t) + t* =
auf . Das fiithrt zu

/ Fla,y, 2)ds = / T )Vl = VAl §>
- 2\/§7r
3

1+t

2m

0

(3 + 47?)

16.3 Parametrisierung von Kurven

Grundlegender Tipp: Skizze machen, um Grenzen und Kurve
besser zu verstehen und schneller auf die Parametrisierung zu
kommen.

e Wenn die Kurve in der Form
C={reR"F=~(t),a <t <b}

bereits gegeben, so ist klar, dass y(t) der Weg ist und das
Integral von a nach b verlduft.

e Dic Paramtrisierung einer Strecke von @ nach b: y(t) = @ +
tb—a), 0<t<1

e Die Parametrisierung eines Kreises mit Mittelpunkt (xo, o)
und Radius r ist: y(t) = (xyz j—::ﬁ?((tt))
Kreis gilt 0 < ¢t < 2m, fiir Kreisteile schrankt man diesen
Intervall entsprechend ein.

e Parametrisierung eines Graphen der Funktion f(z) fir x zwi-

>. Fiir einen vollen

schen a und b: v(t) = (fft)) , a <t < b Achtung: Hat

man zwei Graphen, die als Grenzen fiir das Kurvenintegral
fungieren, so schliessen diese gemeinsam eine Fliche ein. Die
Umlaufrichtung ist so zu wihlen, dass diese Fliche jeweils
links liegt.

16.3.1 Beispiel: Kurvenintegral mit zwei Grenzgraphen

22 — o2
= f7 ( % — dt
berechnet werden. v ist der Rand des beschrinkten Gebietes

im ersten Quadranten, welches durch die Graphen y = 22 und
y = 23 begrenzt wird.

Es soll das Kurvenintegral fv K(z,y) dt

Losung: Man macht eine Skizze der Grenzen (y = x? und

y = 3) und sieht, dass diese eine Fliche einschliessen. Die
Schnittpunkte sind £ = 0 und = = 1. Der Rand dieses Gebiets
besteht also aus den beiden parametrisierten Kurven (Parame-
trisierung fiir Graphen verwenden)

= ()
)= ()

Wir sehen, dass die eingeschlossene Fliche in Durchlaufrichtung
von v links liegt, was soweit gut ist. Bei 5 liegt die Fléache aber
auf der rechten Seite, weshalb wir die Durchlaufrichtung drehen
miissen, was zu v = 1 — 72 filhrt (man beachte das Minus statt
einem Plus).

€ [0,1]

€ [0,1]

Jetzt muss nur noch ganz normal das Wegintegral berechnet
werden: f“/K de = f%K dr + fiWK dr = f%K dr —
f72 Kdr=...

16.4 Berechnung
Die Berechnung findet in drei Schritten statt:

1. Parametrisierung der Kurve C als C = {7 € R"|7 = 7(t),a <
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t <b}

2. Einsetzen ins Integral: [ f(7) ds = f Fy)|v(@) || dt. Man
setzt also fiir die Variabeln von f die Komponenten von 7y
ein und multipliziert dies dann mit dem Betrag der Ableitung
nach ¢ von 7.

3. Integral ausrechnen.

16.5 Bogenlinge
Fiir die Bogenlénge L, auf dem Weg beschrieben durch z(¢) und

y(t), ergibt sich:
b
_ / ds — / Vi T gt

17 Differentialrechnung in R"”

Hier geht es um Funktionen f : R™ — R™, wobei m = 1 gelten
kann (f : R™ — R). Solche Funktionen haben die allgemeine

f1($1,3327$37-~~7$n)
Form: f(z) = f(z1, 2,3, .., ) = | 21T T0r--01Tn)
fm(xhx%x?n v axn)

Fiir nahezu alle Eigenschaften gilt: Die Vektorfunktion f : R™ —
R™ hat eine bestimmte Eigenschaft, wenn jede einzelne ihrer
Komponenten (f1, fa,..., fm) die besagte Eigenschaft besitzen.
Das Problem liegt neu also nicht im Wertebereich, sondern vor
allem in Definitionsbereich.

17.1 Norm

Eine Norm auf R™ ist die Funktion || - || :
folgenden Eigenschaften:

R™ — R mit den

o Vz eR": |z|| >0
eVreR": ||z]|=022=0

o Vx e R" o € R: ||az| = |o|z||
o Vz,y € R : |z +y|| < [laf| + [|y

17.2 Partielle Differenzierbarkeit

f:R* - R™ ist in a = (ay,...,a,) partiell differenzier-
bar nach der i-ten Variable z;, wenn die Funktion f : z; —
flx1,... x4, . .., x,) differnzierbar ist. Man berechnet die par-
tielle Ableitung also folgendermassen: Eine Funktion f wird
nach einer Variable partiell differenziert, indem man alle ande-
ren Variablen als Konstanten behandelt und die Rechenregeln
fiir Funktionen mit einer Variable anwendet.

Satz 17.1 (Satz von Schwarz). Ist f nach z und y zweimal

partiell differenzierbar und sind die gemischten partiellen Ab-
leitungen fg, und f,, stetig, so gilt: foy = fyz-

18 Vektoranalysis

Definition 18.1 (Vektorfeld). Die Abbildung #(7) : R — R"
ist ein Vektorfeld. Es weist jedem Vektor 7 einen Vektor ¢(7)
7.

Definition 18.2 (Skalarfeld). Ist eine Abbildung der Form
f : R" — R. Es existiert wenn das Vektorfeld wirbelfrei/kon-
servativ ist. Ergibt ein geschlossener Weg im Vektorfeld nicht
null so existiert kein skalares Feld (jedoch nicht umbedingt um-
gekehrt).

Definition 18.3 (Gradient). Ist f : R” — R (Skalarfeld), so
ist der Gradient von f der Vektor ¢ = grad f = Vf. (Im Fall f :
R3 — R: grad f = (fo, fy, f2) = (%, %,%)). ) Der Gradient
V f von einer Funktion f : R? — R beschreibt die Richtung und
den Betrag des steilsten Anstiegs des Graphen von f.

Definition 18.4 (Potential). Ist ¥ = grad f der Gradient von
[, so ist f das Potential oder Stammfunktion zu U. Existiert
wenn rot f = 0 und der Definitionsbereich zusamenhéngend ist.



Definition 18.5 (Gradientenfeld / Potentialfeld). Ist ¢ =
grad f der Gradient von f, so ist das Vektorfeld v ein Gra-
dientenfeld / Potentialfeld. Es besitzt dabei die folgenden Ei-
genschaften:

e Der Wert des Kurvenintegrals entlang eines beliebigen
Weges innerhalb des Feldes ist unabhéngig vom Weg selbst,
sondern nur vom Anfangs- und Endpunkt

e Ein Kurvenintegral mit einem Weg bei dem Anfangs- und
Endpunkt der gleiche Punkt sind, hat den Wert 0.

e Ist immer wirbelfrei: rot 7 = rot(grad f) = 0

Definition 18.6 (Rotor / Rotation). Ist ¢’ ein Vektorfeld im
R3, so ist die Rotation von @ = (P, Q, R)T das Vektorfeld @ =

Rnyz
rotv= | P, — Ry
Qm_Py

Definition 18.7 (Vektorpotential). Ein Vektorfeld ¢ heisst
Vektorpotential zu ), falls @ = rot v.

Definition 18.8 (Wirbelfrei / konservativ). Ist ¢’ ein Vektorfeld
mit rot ¥ = 0, so nennt man ¢ wirbelfrei. Auch: Das Vektorfeld
ist konservativ.

Definition 18.9 (Divergenz). Die Divergenz eines Vektorfelds
div K (2,y, 2) ist definiert durch: div K (z,y, z) := 25t + BTI;? +

OKs3
oz

Lemma 18.1 (Geschlossener Weg). Wenn F = grady, respek-
tiverot F = 0 und der Definitionsbereich zusammenhdngend ist,
sowie vy geschlossen ist, so folgt f,y F=0.

18.1 Bestimmung eines Potentials im R?

- (23]

Um schnell zu priifen, ob man iiberhaupt den folgenden Algo-
rithmus anwenden muss, kann man priifen ob gilt: P, = Q,,
wenn nicht, so hat ¢ kein Potential f.

1. f(z,y) = [ P(z,y) dz + C(y) berechnen (Integral berech-

nen)

2. Die berechnete Gleichung f(x,y) nun nach y ableiten:
a%f(a:,y) = 8% J P(z,y) dz + C'(y) (berechnetes Integral
nach y ableiten)

3. 3% (z,y) = Q(z,y) setzen und C’(y) berechnen durch um-

formen und integrieren

4. Berechnetes C(y) in die Gleichung im 1. Punkt einsetzen.
Fertig. Achtung: Im Grunde hat C(y) durch integrieren
(aufleiten) noch einen konstanten Wert, der beliebigen Wert
haben kann. Dieser taucht im Grunde auch in der fertigen
f(x,y) Funktion auf.

18.2 Bestimmung eines Potentials im R?
P(z,y,z)
Q(z,y,2)
R(z,y,z)
Um zu priifen, ob man iiberhaupt ein Potential finden kann fiir
¥ hat rot ¥ = 0 zu sein, also wirbelfrei zu sein. Dazu muss gelten
(zu zeigen mit rot 0 = 0): Py, = Q,, P, = Ry, Q. = R,.
1. f(z,y,2) = [ P(z,y,z) de+ C(y, z) 1osen (Integral berech-
nen)

Sei ¥ =

2. Nun die berechnete Gleichung f(z,y, z) nach y ableiten =
f y (w YUY, 2 )
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3. Die abgeleitete Gleichung f, mit Q(z,y,z) gleichsetzen:
fy(z,y,2) = Q(z,y, 2z) und damit Cy(y, z) bestimmen.

4. Durch Integration von Cy(y,z) nach y ([ Cy(y,2) dy)
wird C(y,z) bestimmt bis auf eine Konstante D(z), die
von z abhidngt. C(y,z) hat also die Form: C(y,z) =

JCy(y, z) dy + D(z).

5. Dieses C(y, z) setzt man nun in die Gleichung f(z,y, z) ein,
die im 1. Punkt steht.

6. Nun wird die daraus erzeugte f(z,y,2) = [ P(x,y,z) dv +
C(y,z) = [ P(z,y,2) dz + [ Cy(y,z) dy + D(z) Gleichung
nach z abgeleitet.

7. Durch Gleichsetzen von f,(z,y,2) = R(x,y,z) lésst sich
D, (z) bestimmen.

8. D,(z) wird wiederrum durch Integration zu D(z) =
D.(z)dz+c, ceR

9. Das berechnete D(z) in die f(z,y, z) Gleichung aus Punkt

6 einsetzen, fertig.

18.3 Geometrisches Verstindniss

Sei B ein drei dimensionaler Korper (beschrieben durch Punkte
in R? mit der Funktion f) so sei Vf senkrecht dazu.

Beispiel

Gib einen Vektoren der ein nach aussen gerichteter Normalen-
vektor (nicht notwendigerweise normiert) auf dem Rand des El-
lipsoids ist

Zz 5 T 22 2
B:=<¢ly] eR|f |y =atptasl
z z
22 /a?
Der Vektor | 2y/b? | ist gleich Vf und steht somit senkrecht
2z/c?

auf der Niveaufliche f = 1. Da er vom Ursprung weg orientiert
ist, liefert er die richtige Antwort.

yz(1/b% —1/c?)
xz(1/c? —1/a?)
ry(1/a® —1/b?)

Der Vektor ist tangential zum Rand 0B



19 Formeltafel
19.1 Mitternachtsformel

—b+Vb2 -4
az’ +br+c=0 — x172:2—ac
a

19.2 Binomialkoeffizient

n n!
=————— fir 0<k<n
(k) El'(n —k)! -
19.3 Argument
arctan(¥) x>0
—arctan(¥) <0
arg(z,y) == ¢ e
3 z=0,y<0
3
o z=0,y>0
19.4 Kreisfunktionen
« 0 % g % g 2% T Periode Wertebereich
0° | 30° [45° [60° | 90° | 120° | 180°
sin[[0| 3 [2]2[ 1 [ ¥ ] 0 |sinfa+k2n)| [-1,1]
cos || 1 73 72 % 0 —% —1 || cos(a + k-2m) [—1,1]
tan|| 0 ? 1 |V3|+oo|—V3| 0 tan(a+ k-m) | ] — 00, 00[
4
3
2 o
2
/: /
Tl 0 m n Tt
COS 1
tan(x)
2
3

19.4.1 Einheitskreis

( cos(a), sin(a) )

sin « i

tana =

Ccos &« x
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19.5 Trigonometrische Funktionen & Additionstheo-

( ) + cos?(x ) =1
=1+ tan?(a)
+ «) = cos(a)
= Fsin(a)
0s(90° + a) = Fsin(a)

s(180° + a) = —cos(a)

sin(a &+ ) = sin(«) cos(8) £ cos(a) sin(3)
cos(a £ ) = cos(a) cos(3) F sin(a) sin(p)

" (Oé:l:ﬂ) _ _tan(a)£tan(B)
cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2 cos?(a) —
tan(

TFtan(a) tan(B)
sin(2
( 1=1-2sin%*(a)
20() _ 2 tan(«)

an
) = QSin( ) cos(av)
08
n 1—tan?(«)

19.6 Hyperbelfunktionen

e sinh(z) = 51( —e %) = —isin(iz)
e cosh(z) = 5(e” +e7") = cos(ix)
_ smh(z) e 21 2
e tanh(z) = cosh(z) ~ e?+e~®  e241 T 1- e +1
e arcsinh(z) = In(z + V22 + 1)
e arcosh(z) = In(z + V2 — 1)
e arctanh(z) = 3 In(1£%)
e Umformung: tanh(x) +1 = 621+1 +1= 2x—612-£f;+1 = egitl
19.7 Ableitungen
19.7.1 Regeln
e (Summenregel) (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(x)
o (Produktregel) (f )( )= f'(x) - g(x) + f(x) - ¢'(z)
e (Quotientenregel) ( )’(m (2)-g(e) (g)(x) g (x)
e (Kettenregel) (g0 f)'(z) = (9(f(2)) = ¢'(F(x)) - f'(x)
19.7.2 Ableitungs-Tafel
. di " =ng" !
G am =N
d n —_— 1
i A
° % e th = georth
° % e = ar®le”
. d% In(z) = %
. d% a® = o In(a)
o Lg% =27(1+1In(x))
o L ga% = gr"*+a—1(qlog(z) + 1)
o L sin(z) = cos(z); <L sin(ax + B) = acos(az + B)
o L cos(z) = —sm( ); di cos(ax + ) = —asin(az + B)
° % tan( ) c052 z)a d:z: tan(am—i—ﬂ) lew
d . d —
e = arcsin(z) = 1 12, - arcsin(ax + 3) = \/ﬁ
o L arccos(z) = ; L arccos(az + f) = ———2——
dz \/72’ d V1-(az+8)?
o L arctan(z) = ;4 arctan(az + 8) = s
dz dz (az+B)2+1
e - sinh(z) = cosh(z); £ sinh(ax + B) = acosh(az + B)
e - cosh(z) = sinh(z); £ cosh(ax + B) = asinh(az + B)
o i tanh(z) = 55y 4y tanh(az + 8) = o gaiaars
e L arcsinh(z) = —~—; & arcsinh(az + ) = ——2——
dz \/1-274_1’ dx (am+ﬂ)2+1
e L arcosh(z) N — arcosh(o\z{r—i——ﬁ)—
dz Ve—1y/z+1’ dz -
ar+pB—1vax+pB+1
e L arctanh(z) = 25; <L arctanh(az + 8) = T=(aaTh)?



19.8 Integrale

19.8.1 Integralregeln
Es gelte: [ f(z)dz = F(z)
o [u vdr=u— [u-v'dx

o [fl@)dr=[f(g(t) g (t)dt, x=g(t),du=g'(t)dt

o [fla+z)dz=F(a+z)
o [fla—z)de=—F(a—u2)
o [f(—z)dx=—F(-x)
o [ flaz)dr = LF(ax)
o [ Z((f)) dz = In|g(x)]
o [9(2)g'(x)do = 39(2)?
e | [ f(z)] < [|f(z)] (wenn f, Riemann-Integrable ist)
19.8.2 typische Integrale
o [1 dx—1n|x|

o [Hdx=-1
o [ P —In |z + al

e [In(x)
. fln(ax—l—b)dx:
Ofﬁdx:—w%ra
ofﬁda:zQ\/f

o [y de=2Infax + 0|
o [zdr=3n[l+2?

o [(az+0b)" dx—%,(n;ﬁ—l)

dx = z(In(z) — 1)
(az+Db) In(az+b)—ax

n-+2 n+1
i f ax + b "dr = ((J{iig))a? - I)(EJ"r:Lcj—i_lb))a2
f;ggig dr = %2 4 2224 In |pg + g
o [ a2+x2 dx = Earctan(%)

atz

a—x

o [Zimdr=gIn
. f\/gfdx:%ﬁ
. f\/l—xQdaz—f(x\/l—xz—i—

zhic _ gbete
¢ fa dr = blog(a)

SIHCE)

19.8.3 trionometrische Funktionen
e [sin(az)dr = —1 cos(ax)
o ] cos( ax) de =1 Sin(az)
b fsm 2dr =2 — Sinfliax)
* [ o dﬂ? — _cotx
o [zsin(az)ds = Snlgz) _ zcos(ax)
¢ sin(2ax)

o [cos®(ax)dx =% +
. fﬁl(w)dm‘ =tanz

4a

cos(;z:r) + zsir;(am)
cosz(aw)

o [cos(az)dr =
e [sin(ax)cos(ax) dsc n
e [tan(az)dz = —1In|cos(az)|

o [arcsin(z)dz =z arcsm( )+ V1 —2a?

e [arccos(z)dx = warccos(z) — /(1 — x?)

e [arctan(z) dz = zarctan(z) — 3 In(1 + 2?)

19.8.4 Hyperbelfunktionen

e [sinh(az +b)dz = M; [ sinh(z) dz = cosh(x)

e [cosh(az +b)dx = M5 [ cosh(z) dz = sinh(x)

e [tan(az + b)dx = M; [ tan(z) dz = log(cosh(z))
19.8.5 Exponentialfunktion

o [evdr = Lew
o [ze™ dx = e -

o [zIn(z)dx = J2*(In(z) — 3)

15

2

° [, e~a dr = \Jar
19.9 Reihenentwicklung
o ex:ZZO: %_1+1|+2; +

(o)

. 2n+l 2
o sinz =3 (- )W—x §+%!_|_...
e cosz = (- 1" &y :1_%?4_%_..._,_...
. 271+1
o smhzzzzozom
2n
® COth:Z(:Lo:O ($2n)!

2n
s} 2 z—1
elnz=3", nt1 (xT—l)
19.10 Grenzwerte

e Bernoullische Ungleichung: z > —1,n € N :
1+nx

e Vergleich von Folgen: weiter rechts stehende Folgen
streben schneller gegen oo als die links davon stehen-
den: 1, Inn, n%«a > 0), ¢"(¢g > 1), nl, n"* =

. Inn __
hmHoo e =0

(14 a)n >

limy, o0

lim, o Va —1

lim;, 00

limy, 00

limy, oo

vn!

3

S=
SIE3RII=I =L
SN— 3
3
o
-

lim;, 00

3
A

lim;, 00

+3

limy, 00

lim,, 00

limy, o0

)" = =
)%O,a>fl

lim;, 00

limy, 00

QNSNS S S

QR = = =
_|_

i
o

lim,,—seo % — 00

lim, o0 Z—: — 00,a > 1,k fest

lim,, o0 a™n® — 0, |a| < 1,k fest
lim, oo n(/a—1) = Ina,a >0

lim,, oo (1 + %)n =e®

lim, oo ¥Yn=1

lim,, oo nPq" =0 peNund0<g<1
limg oo VX2 —2 — 2 = %

(Losungsansatz mit Taylorreihe (vV1—x =
Vat—z —z = a(4/1-1 - 1) = 2((1+ &
3+0() — 3)

n— 00

limz—)O

o lim, ,0%— =Ina
sinx __
130052 !
log )ZO
. og,(1+z) _ 1
® hmz%o "z  Ina
e lim, ,oz%lnz=0,a>0
i —1 —lna
sin(z) _
—— =1

[ 11H1T_>0
L4 hmm%O

L4 hmx~>0
[ llmx_m

1—cos(z) __
— =0

log,(1+x) _ 1
e lim z—=0 " 4  — Tna

e lim, ,gz%lnz =0 a>0

19.11 Reihen

e > L divergiert (“harmonische Reihe”)

D D C 71) =1In;

o>, n“ konverglert fir o > 1, divergiert fiir o <1
T fir Jg[ <1 (“geometmsehe Reihe”)

Zzozo q"




(“geometrische Reihe”)

m(m 4 1)(2m 4 1)
m2(m +1)2

Z?;o n’ =

3 3
s

o
[N
NN

19.12 Linienintegral

—

2. Art: [ fl& dx—f<(()) AW)') dt
L At [, fds = [ F(v(0) 7t 12 d

19.13 Kreuzprodukt

19.14 Exponent

)< (5)-

19.15 Wurzel

agbs — azbo
aszb; — a1bs

ay
axb= a
as a1by —a2b1

anamian+m ° ffan
(an)m:anm ° \/7_ {7»\[
(ab): =a"b" o V/a= "Va
) == .« yI=1
RO

o — () = (@)

19.16 Ungleichungen

a<b=a+c<b+cunda—c<b-—c
a<bundc>0:>%<%

a<bundc<0:>%>%

Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen: |a + b| < |a|+]b]
Cauchy-Schwarz Ungleichung: |z - y| < ||z| - ||ly||, =,y € R™

19.17 Logarithmen

o y=log,z & x=a¥

e log,1=0

e log,a* =z

° alogaac =2

o log, xy = log, x + log, y

e log, L =—log,

e log, 2" =rlog,x

e log, = }22:2

o log,z = %

o log,(z +y) =log, x +loga(1 + )
o log,(z —y) =log, = +log,(1 — %)
19.18 Exponentialfunktion

o e~ inf 0

e V=1

o ¢l = =2718281828

o enf —inf

o eothi—¢ (cos(b) + isin(b)) (Euler Identitét)
° ebln(a) — a

o e~ In(b) — %

19.19 Komplexe Zahlen

z€eC:z=a+b-1i
Z=a—b-1

|zP=2-Z=(a+b-i)-(a—b-i)=a®+b?
2 =1

(a—l—bz) (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i
a+bz: _ ac+bd + bc—ad . i

c+di c?+d? c2+d?
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19.20 Geometrische Korper
19.20.1 Ellipsoid

Hat die Form eines Rugbyballs. In kartesischen Koordinaten
definert durch 2> + Zt+Z—1=0.

19.21 Geometrie in 3D

Masse von speziellen Gebieten

Zylinder V =mr2h Torus |V = 2n%Rr?
Pyramide V= %Gh S = 4n’Rr
Ellipsoid V = 4abe Kugel |V = 4¢3
Kegel V=3 r2h S = 47rr
Kegelstumpf |V = ”dh (r? +r2+rr)
Rotationskorper

Rotation um die x Achse V =7 f; f(z)?dx.
Rotation um die y Achse V = 27 ff z- f(z)dx

19.22 Ausklammern

° mn_yn — (m_y)(xn—1+mn—2y+xn 3 2+ +xy7z 2+yn 1)
o a:"—l:(ac—l)(x"—1+x"—2+...+x+1)

19.23 Aus Serien

e Ableitung von z* kann man berechnen, indem man z = e'°8(#)
setzt. Also in diesem Fall elo8(=") = ¢zlog(®) ahleitet, was
e?1°8(#) (1 + log(x)) (Serie 10)

e Cauchy-Schwarz Ungleichung: |z - y| < ||| - [ly||, =,y € R™

e Euler Identitét (komplexe Zahlen): e® = cos(x) + i sin(z)

e arctan Identitét: arctan(1) + arctan(z) = sgn(z)Z, z #0

+1 >0
e sgn(z):=<0 z=0
-1 <0



L1

19.24 log(x)

-

L L L
—15 -1C —0.5

19.25 2

19.26
2.5
2.0
1.5F
1o
0.5
-|4 -2
19.27 ¢°

(x from -15t0 1.5)

— (xfrom -4 to 4)

(x from -4 to &)

19.28 Funktionsmanipulation

w= (x + 3)2

-3 2 -1

19.29 Pascalsches Dreieck

(a+b)°
(a+b)
(a+b)* 1
(a+h)’ 1

a+b)| 1 4

3 3 1
6 4 1

(a+bY|1 5 10 10 5 1
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20 Reihen Tabellen

schnelles Fallen

langsames Fallen

(einfach Konvergenz)

wie schnell gehen die a,, gegen 0 || exponentiell wie ¢", |g| < 1 polynominal wie n™%, o > hochstens wie 1/n gar nicht
1
Beispiele N 1 Iy i
an = niy an = 727 an = (7 ) 9 a’ﬂ = ) an = (—1)”,
on {L Inn . Inn a, = sinn,
an, = (Yn—1)", a = (-1) o — .
1 n T 1000 an = n " n+lnn’ an ="N
Qp = E, P 1 1
—_1\"™ " (n+1Inn)?’ n =
ap = (4) 20
-
" n2-33
passende Konvergenzkriterien Wurzel- und Quotientenkriteri- | Integral- und  Verdich- | Leibniz-Kriterium an A0
um tungskriterium
Vergleichs-, Majoranten-, Mino- || Vergleichen mit ¢™ Vergleichen mit n™¢ kein Vergleich moéglich Vergleichen mit %
rantenkriterium
Konvergenz-verhalten absolute Konvergenz keine absolute Konvergenz Divergenz

direkte Kriterien

Quotientenkriterium

Gut fiir Reihen, die Fakultéiten oder Glieder der Form a™ enthalten. Nicht auf Reihen anwendbar,
in denen die Glieder nur wie eine Potenz von n fallen.

Wurzelkriterium Gut in Reihen, deren Glieder n-te Potenzen sind, zusammen mit der Stirlingformel oft auch bei
Fakultédten anwendbar.

Leibnizkriterium Nur fiir alternierende Reihen.

Integralkriterium Anwendbar auf monotone Reihen.

direkte Kriterien

Vergleichskriterium

Ermoglicht es ,, Storterme® wegzulassen und so einfachere Reihen zu untersuchen

Verdichtungskriterium

Bei monotonen Reihen anwendbar. Fiir Reihen mit langsam fallenden Gliedern

Majoranten- und Mi-
norantenkriterium

Ahnlich wie Vergleichskriterium. Wird mit einer Reihe verglichen, deren Glieder stets kleiner oder
grosser sind.
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